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1. Двойной интеграл в декартовых координатах и методы его вычисления. 
 
   Пусть D - плоская область. Назовем ее правильной в направлении ОХ (ОУ), 
если любая прямая параллельная оси ОХ(ОУ) пересекает границы области D не 
более двух раз. 
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 Рис.1 
Пусть D – область правильная в направлении OY (см.рис.1), )(1 xyy   и 
)(2 xyy    уравнения нижней (АМВ) и верхней (АNB) линии границы области 
D,  bax , . В этом случае двойной интеграл выражается через двукратный инте-
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 Рис.2 














     Пример 1. Расставить пределы интегрирования в двойном интеграле 
,),(
D
dxdyyxf  если область D ограничена линиями )0(0,,2  ayaxxy . 
     Решение.  Построим область D.  
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                    D
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   Решение. Проведем прямые x = 1, x = 3 и кривые у1 = -(x - 1)2 + 2 и y2 = x2 + 1 , 
область D (см.рис.). 
 
  Y
  1 0             B
                  y  =  x 2  +  1
         A
   2              K
                                  X
   -2     1       y  =  - (x -1 ) 2 + 2
                  C
 
     Граница области АВ, заданная по условию как y2 = x2 + 1 может также описы-
ваться уравнением .1 yx Граница области АС, заданная уравнени-
ем ,2)1( 21  xy может также описываться уравнением .21 yx   Заметим, 
что область D ограничена слева двумя кривыми, поэтому для изменения порядка 
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интегрирования следует её разбить прямой АК, параллельной оси ОХ на две 




























   Пример3. Вычислить интеграл ,2 dxdyyx
D
 если область D ограничена линиями  
y = 0, y = 2x3, x + y = 3. 
   Решение. Проведим указанные линии; определяем область D и пределы измене-
ний переменных x и y (cм.рис. ниже). 
         Y
                         y  =  2 x 3
        3
        2                A
                               y  +  x  =  3
                       D
       0           1                 3           X
 
   Область D правильная в направлении оси ОХ, поэтому вначале надо интегриро-






































































Задачи для самостоятельного решения 
 




   Задача 1. D   прямоугольник ABCD с вершинами А(-2, -1), В(-2, 3), С(5, 3), D(5, 
-1). 
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   Задача 2. D   треугольник ABC с вершинами А(-3,1), В(3, 4), С(3,1). 
   Задача 3. D   треугольник, ограниченный прямыми 2y – x =0; 3y + 2x -7=0; 
5y+x-14=0. 
   Задача 4. D   область, ограниченная линиями xy = 4; x = 1; y = 1/2. 








y    
   Задача 6. D  область, ограниченная линиями x = y2 + 2y; x – y = 2. 
   Задача 7. Вычислить интеграл ,ln
D
ydxdy если область D ограничена линиями 
      .0;;  xeyey x  (Ответ: е ). 
     Задача 8. Вычислить интеграл ,)2( 2 
D
dxdyyx если  D   трапеция АВСD с 
вершинами А(2; 0), В(1; 1), С(0; 1), D(0; 0). (Ответ: 1
12
11 ). 
     Задача 9. Вычислите интеграл ,)2( 
D








2. Вычисление двойного интеграла в полярных координатах. 
 
 
   Если область D ограничена лучами   ,    и кривыми )(),( 21  rrrr   














   Полярные координаты r и  связаны с прямоугольными координатами 
соотношениями  sin,cos ryrx  , очевидно , что 22 yxr   . 
 
 
         y
                          r = r2()
                      D
                         r =r1()




Задачи для решения в аудитории. 
 
   Пример1. Вычислить, перейдя к полярным координатам интеграл  
D
xdxdy , где 
область D ограничена линией xyx 222   . 
     Решение. Преобразуем к каноническому виду уравнение границы D 
.1)1(;0112;02 222222  yxyxxyxx  
     Таким образом, область D – окружность с центром в точке (1,0) и радиусом 1. 
 
               y
             1
                                           x
             0        1
 
     Выразим уравнение границы D в полярных координатах  
;cos2;cos2sincos 22222  rrrrr   т.к. 0r , то cos2r . 
     Для области D  cos20;
22































































































   Пример 2.Вычислить  
D
dxdyyx )( ,где область D – часть кольца, ограниченного 




  . 























































Задачи для самостоятельного решения 
 
 
     В задачах 1-5 требуется, перейдя к полярным координатам, вычислить двойные 
интегралы . 











dyyxtgdx . (Ответ:  cosln
2
 ). 









dyyxdx . (Ответ: )2(
8
42 aa  ). 















yx dyedx . (Ответ: )1( 3 e ). 










dydx . (Ответ: 5
2
tg ). 























  yxyx . (Ответ: -2) .  
     Задача 7. Вычислить интеграл  
D
dxdyxy)1( , где область D ограничена 
линией .222 xyx   (Ответ:  ). 
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     Задача 8. Вычислить интеграл  D yx
dxdy
22 , где область D ограничена кривы-
ми 9;1 2222  yxyx . (Ответ: 2ln3) .  
     Задача 9. Вычислить интеграл  
D
dxdyyx )4( , где область D ограничена 
кривой ).0;0(;822  yxyx  (Ответ: 8-
3
232 ) . 




yarctg , где область D ограничена 




13(  ). 
 
 
3. Вычисление тройного интеграла в декартовых координатах 
 
 
     Пусть область интегрирования V ограничена снизу поверхностью ),(1 yxzz  , 
сверху поверхностью ),(2 yxzz  , а с боков цилиндрической поверхностью с об-
разующими, параллельными оси Оz. Dxy  проекция области V на плоскость Oxy. 
Область Dxy определена неравенствами )()(, 21 xyyxybxa  . 
 
                    z
                                                  z = z2(x,y)
                                                   z = z1(x,y)
                 0                                           y
           a       y=y1(x)
    b                                Dxy      y = y2(x)
   x
 
 
























Задачи для решения в аудитории 
 
   Пример. Вычислить интеграл  
V
dvyx )(  , где тело V , ограничено плоскос-
тями 04;;0;0;1  zyxxyzyx . 
   Решение. Для заданной области 10;0;40  xxyyxz . Поэтому  




















































23   xxdxxx  
 
 
Задачи для самостоятельного решения 
 
     Задача 1. Вычислить интеграл ,)( 2 
V
dxdydzyxz  где область V  параллеле-
пипед: .21;10;21  zyx (Ответ:
4
1 ). 
     Задача 2. Вычислить интеграл  
V
dxdydzzyx )( , где область V ограничена 
плоскостью ).0;0;0(,  zyxazyx  (Ответ:
8
4a ). 
     Задача 3. Вычислить интеграл ,
3 V y
dxdydz  где область V ограничена плоскостя-
ми ).0;0;0(;2;3  zyxxzy  (Ответ: 12ln2 - 6). 
     Задача 4. Вычислить интеграл  
V
dxdydzz)2( , где область V ограничена 
поверхностью 2xy  и плоскостями  .2;0;1  zzy ( Ответ:8). 
     Задача 5. Вычислить интеграл ,
4 V x
dxdydz  где область V ограничена поверх-






4. Вычисление тройных интегралов в цилиндрических и сферических 
координатах 
 
     При переходе от декартовых координат х, y, z к цилиндрическим координатам  
                  Z
                              M(r, , z)
                   0                   y
                                                     Y
        x          
 X                           M
 
r, , z  (см.рис.), cвязанными с х, y, z соотношениями zzryrx  ,sin,cos   




















При переходе от декартовых координат х, y, z к сферическим координатам r, ,  
                  z
                            M(r, , z)
                   0      r            y
                                                     Y
         x                       
 X                            M
 
 (см.рис.), связанными с х,y,z соотношениями ,cossin rx  ,sinsin ry   
coszz   формула преобразования тройного интеграла к сферическим 


















Задачи для решения в аудитории. 
 
     Пример 1. Вычислить интеграл 
V
ydv , где тело V ограничено поверхностями 
.,0,2,0 2 azzxxyy   
     Решение. Тело V представляет собой половину кругового цилиндра  
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                 z
               a
                        D     2                y
         x
 
1)1( 22  yx ,  ограниченного  сверху  плоскостью   z  a ,  а снизу плоскостью 
z    0; его проекция D на плоскость OXY –это полуокружность с центром в точке 
(1; 0) и радиусом 1, имеющая в полярных координатах уравнение cos2r , 
причем  изменяется от 0 до
2
 .Следовательно, границы изменения переменных 
для области V : .0;cos20;
2





















































2 a  
     Пример 2. Вычислить интеграл ,)2( 
V
dvz  где тело V ограничено поверхнос-
тями .0;;, 122222221222  zRRRzyxRzyx  
     Решение. Тело V ограничено двумя полусферами радиуса R1  и R2 и плоскостью 
z  0. Проекция тела на плоскость OXY представляет собой окружность радиуса 
R2. Таким образом пределы изменения переменных для тела V определяются 
неравенствами .21,20,20 RrR  





























































































































Задачи для самостоятельного решения 
 
 
     В задачах 1 - 5 требуется вычислить тройные интегралы, перейдя к 
цилиндрическим координатам. 
     Задача 1. Вычислить интеграл ,2
V
dvz  где область V ограничена поверх-
ноcтями 0,2,422  zzyx .(Ответ: 
3
32 ). 
     Задача 2. Вычислите интеграл ,)( 222 
V
dvzyx  где область V ограничена 
поверхностями 1,0,122  yyzx . (Ответ: 
3
3 ). 
     Задача 3. Вычислите интеграл ,
V
zdv  где область V ограничена поверх-
ностями 0,4 22  zyxz . (Ответ: 
3
32 ). 
     Задача 4. Вычислите интеграл  V yx
xzdxdydz
22
, где область V ограничена поверх-
ностью )(2 22 yxz  ,плоскостями xyyz
3
1,0,18   и отвечает условию 
xy
3
10  .(Ответ: 81). 
     Задача 5. Вычислить интеграл ,22 dxdydzyx
V
   где область V ограничена 
поверхностью xyx 222  , плоскостями 0,2  zzx и отвечает условию 0z . 
(Ответ: 
45





       В задачах 6 - 9 требуется вычислить тройной интеграл, перейдя к сферичес-
ким координатам. 
 
 Задача 6. Вычислить интеграл ,)( 222 
V
dxdydzzyx  где область V ограничена 
поверхностью 9222  zyx ,плоскостями 0,0,0  zyx  и отвечает 
условиям 0,0,0  zyx . (Ответ:
10
243 ). 
     Задача 7. Вычислить интеграл ,
V
ydxdydz  где область V ограничена поверх-
ностью 222 zxy  , плоскостью y  2 и отвечает условию y > 0. (Ответ: 4). 
     Задача 8. Вычислить интеграл ,22 
V
dxdydzyxz  где область V ограничена 
сферическими поверхностями 4,1 222222  zyxzyx  и удовлетворяю-
щая условию z > 0.( Ответ: 
5
31). 
     Задача 9. Вычислить интеграл ,
V
xdxdydz  где область V ограничена поверх-




5. Криволинейный интеграл I рода 
 
 
     1. Если плоская кривая L задана в декартовых координатах уравнением L: 





2))((1))(,()(     
 




2))((1)),(()(     
 
     3.Если кривая L задана параметрически на плоскости, т.е. 















  . 
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     4. Если кривая L задана параметрически в пространстве , т.е. 





























22 )(),()(   . 
 
 
Задачи для решения в аудитории 
 
     Пример 1. Вычислить интеграл  L yx
dl
422
, где L – отрезок прямой, 
соединяющей точки О(0, 0) и А(1, 2). 
      Решение. Нарисуем отрезок ОА и найдем уравнение L: y = 2x , x  [0, 1]. 
Тогда 2y  и dxydl 2)(1  , dxdl 221 ; dxdl 5 .  
     Ответ: 
2
35ln  . 
     Пример 2. Вычислить интеграл  
L
dlyx )( , где  L  контур треугольника АВС 
с вершинами в точках A(1, 1) ,B(4, 1) ,C(3, 3) (см.рис.)  
         y
       3                           C
       2
       1    A                       B
                                                      x
       0      1     2     3     4
 








     Вычислим интеграл по отрезку АВ. Так как уравнение прямой АВ:  
















     Вычислим интеграл по отрезку ВС. Подставив в уравнение прямой bkxy   
координаты точек В(4,1) и С(3,3), получим, что уравнение прямой ВС: 






















   xxdxxdlxxdlyx
BC  
 
     Вычислим интеграл по отрезку СА. Подставив в уравнение прямой bkxy   
координаты точек С(3,3) и А(1,1) , получим, что уравнение прямой СА: y = x; x 










 .  
     Ответ: 
2
59  . 
      Пример 3.Вычислить интеграл 
L
xydl , где L – часть винтовой линии 




 tbtztay  
Решение. Имеем bztaytax ttt  ;cos;sin .Тогда 
dtbadtzyxdl ttt































     Ответ: 
4
222 baa  . 













,0,cos1 r . 
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 ( Ответ:  .) 
 
Задачи для самостоятельного решения 
 
     Задача 1.Вычислить интеграл  
L
dlyx )( , где L   отрезок прямой между 
точками О(0,0) и А(4,3).(  Ответ: 
2
5 ). 
     Задача 2. Вычислить интеграл  L yx
dl
22 , где  L – отрезок прямой, заключен-
ный между точками А(1, 2) и В(2, 4) . (Ответ: 
10
5 ). 
     Задача 3. Вычислить интеграл 
L
xydl ,где L – контур прямоугольника ABCD  
с вершинами в точках А(0, 0); В(4, 0); С(4, 2); D(0, 2). (Ответ: 24). 




  где L – контур треугольника ABC с 
вершинами в точках А(0, 0); В(2, 3); С(3, 1). (Ответ: 522ln2
3
132   ). 
     Задача 5. Вычислить интеграл 
L









4   ). 
     Задача 6. Вычислить интеграл 
L
















     Задача 7. Вычислить интеграл 
L














     Задача 8. Вычислить интеграл 
L

















     Задача 9. Вычислить интеграл ,
L
rdl  где L – кривая, заданная уравнением 
.0;sin2  r  (Ответ: 8).  
    Задача 10. Вычислить интеграл  
L
dl,12  где L –  первый виток спирали 
Архимеда .2r  (Ответ: 
33
16 3+2). 
     Задача 11. Вычислить интеграл , 
L













6.Криволинейные интегралы II рода 
 
 
1. Если плоская кривая L задана в декартовых координатах уравнением  
],[),( baxxy  , то   b
aL
dxxxxQxxPdyyxQdxyxP ))())(,())(,((),(),(   
















Задачи для решения в аудитории 
 
 
   Пример1. Вычислить  
L
xdyydx , где L  дуга линии 2xy   от A(0, 0) до 
B(1, 1). 
















   Пример2. Вычислить  
L









 , ]2,0[ t . 

































Задачи для самостоятельного решения 
 
 
   Задача1. Вычислить  
L
xdydxyxy )( где: 
   а) L  отрезок прямой xy 2  от точки О(0, 0) до точки А(1, 2), 
   б) L  дуга параболы xy 2  от точки О(0, 0) до точки А(1, 2). 




8  ). 
   Задача2. Вычислить  
L
dyyxdxyx )()( 2222  где L  ломаная линия  
xy   от точки А(-1,1) до точки В(2,2). (Ответ: 6). 
   Задача3. Вычислить  
L













L ,  10  t .(Ответ: 
60
91 ). 
   Задача4. Вычислить  
L



















7. Вычисление поверхностного интеграла в декартовой системе координат 
 
 





  22 )()(1)),(,,(),,(  , где Dxy    проекция по-
верхности Q на плоскость Oxy. 
     Пример. Вычислить  S zx
ds
2)1(
, где S  часть плоскости 1 zyx , 
лежащая в первом октанте. 
 
     Решение. Проекцией S на плоскость Oxy является область Dxy (см.рис) 
ограниченная линиями xyyx  1,0,0 . 
                Z                                 Y
              1                                  1      y = 1 - x
                                  Y                  Dxy            X
           1              1                                1
      X
 
   Сама поверхность задана уравнением yxz 1 , поэтому ;1,1  yx   
 






























































Задачи для самостоятельного решения 
 
 
     Задача 1. Вычислить интеграл 
S
zds , где S полусфера )0(;9222  zzyx . 
     (Ответ:27). 
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42( , где Q часть плоскости  
).0,0,0(,1
432
 zyxzyx  (Ответ: 4 61 ). 
   Задача 3. Вычислить интеграл 
S
xds , где S поверхность сферы 4222  zyx ,  
заключенная в первом октанте. (Ответ:2). 
   Задача 4. Вычислить интеграл  
S
dsyx )( 22 , где S  часть конической поверх-
ности 22 yxz  , заключенная между плоскостями 1,0  zz . (Ответ:
2
2 ). 
   Задача 5. Вычислить интеграл 
S
ds , где S  парболоид, вырезанный цилиндром  




2  a   
 
 
8. Поверхностные интегралы II рода 
 
 
     Рассмотрим двухстороннюю поверхность  и выберем на ней определенную 
сторону S. Если Dxy  проекция поверхности S заданной уравнением ),( yxfz   на 
плоскость Oxy ,то  
 
xyDS
dxdyyxyfxRdxdyzyxR )),(,(),,( , 
где знак + берется в том случае , когда на выбранной стороне поверхности 
,0cos   а знак - берется в случае, когда ,0cos  где   угол между нормалью 
к поверхности и положительным направлением оси Oz. 
     Аналогично , если Dxy    проекция поверхности S, заданной уравнением  
 
),( zxy  , то  
xzDS
dxdzzzxxQdxdzzyxQ )),,(,(),,(  , 
 
где знак в формуле определяется по знаку cos  , где   угол между нормалью к 
поверхности и положительным направлением оси Oy. 




  ),),,((),,(  , 
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где знак определяется по знаку cos , где   угол между нормалью к поверхнос-
ти и положительным направлением оси Ox. 




dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,(  
используются те же формулы. 
     Пример. Вычислить  
S
dxdyyx4 22 ,  
где S  нижняя сторона круга 222 ayx  . 


















Задачи для самостоятельного решения 
 
 
   Задача 1. Вычислить  
Q
xydxdyxzdxdzyzdydz , где Q  верхняя сторона 
треугольника, образованного плоскостями 0;0;0;2  zyxzyx . 
   (Ответ: 2). 
     Задача 2. Вычислить 
Q
dydzx 2 , где Q  внешняя часть поверхности параболои-
да )(
4
5 22 yxz  , ограниченного плоскостями 5,0,0  zyx  и удовлетворяю-
щего условиям 50,0  zyx .(Ответ: 
3
32 ). 
     Задача 3. Вычислить интеграл 
Q
dydzx 2 , где Q  внешняя часть сферической 
поверхности 2222 Rzyx  ,ограниченной плоскостями 0;0;0  zyx  и 














Площадь S плоской области D : 
 





                      в сферических координатах 
 
                      в цилиндрических координатах 
 
Длина l дуги L  
 












ddrdrV sin2  

V









Задачи для самостоятельного решения 
 
     Задача 1. Вычислить площадь фигуры D, ограниченной кривыми ,
2
2xy   
.4 xy   (Ответ: 18). 
     Задача 2. Вычислить площадь фигуры D, ограниченной кривыми ,2 2yx   
.0 yx  (Ответ: 
3
2 ). 
   Задача 3. Вычислить площадь фигуры D, ограниченной кривыми ,1xy  
.5,2  yyx  (Ответ: 5ln
3
124  ). 
   Задача 4. Вычислить площадь фигуры D, ограниченной кривыми ,2 axy   
)0(,2  aayx  (Ответ: 
3
5 2a ). 











     В задачах 6-9 требуется вычислить площадь фигуры D, перейдя к полярным 
координатам. 
 
     Задача 6. Вычислить площадь фигуры D, ограниченной кривой .3cos r     
(Ответ: 4 ). 
     Задача 7. Вычислить площадь фигуры D, ограниченной кривыми 
arar  ),cos1(  (вне кардиоиды).( Ответ: )42(2 a ). 
     Задача 8. Вычислить площадь фигуры D, ограниченной кривыми ,222 xyx   




3  ). 









.3,0 xyy  ( Ответ:
6
ab ). 
     Задача 10. Вычислить объем тела V, ограниченного параболоидом  
2222 yxaz   и плоскостью z = 0. (Ответ: 4a ). 
     Задача 11. Вычислить объем тела V, ограниченного цилиндром  
xyx 222   и плоскостями 2x – z = 0, 4x – z = 0.(Ответ: 2 ). 
     Задача 12. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями  
x2 + y2 = R2, x2 + y2 = z, z = 0.(Ответ:
2
4R ). 
     Задача 13. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями  z  x, y  4, 
x2  + y2 = 25, ).0,0(,0  zyx   (Ответ: 
3
118 ). 
     Задача 14. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями 
)0,0,0(,,2 22  zyxyxzyx .(Ответ: 8/3). 
     Задача 15. Вычислить объем тела V, ограниченного поверхностями 
).0(,1,12, 222  zyzyxyx (Ответ: 8/5). 
     Задача 16. Вычислить длину дуги циклоиды tyttx cos1,sin  , если 
 t0 . (Ответ: 4). 
     Задача 17. Вычислить длину витка винтовой линии tztytx 3,sin,cos  , 
если 20  t  .(Ответ:8). 
     Задача 18. Вычислить длину дуги кривой yx sin ,если 
2
0  y . (Ответ: 2). 
     Задача 19. Найти площадь части конуса xyz 22  ,расположенного в первом 
октанте между плоскостями 4,2  yx .(Ответ: 16). 
     Задача 20. Найти площадь части сферы 2222 Rzyx  ,расположенной 
внутри цилиндра Rxyx  22 . (Ответ: 2R2( - 2 )). 
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9. ВЕКТОРНЫЙ АНАЛИЗ 
 
9.І. Скалярные и векторные поля 
 
Область W  Rn вместе с заданной в каждой ее точке М скалярной функцией 
U(M) называется скалярным полем (СП) U. Функцию U(M) называют потен-
циалом поля. 
При n = 3 СП задается функцией вида U = U(x, y, z); при n = 2 U = U(x, y) и 
поле U называется плоским. 
Пространственные (плоские) поля графически изображаются поверхностями 
(линиями) уровня, уравнения которых имеют вид:  
 
U(x, y, z) = С, С = const, (U(x, y)  = С, С = const). 
 
Пусть n = 3, W  R3, точка kljlillWzyxМ ooo 321,),,(  - некоторый век-
тор. Тогда единичный вектор по направлению l : 
 kji
l
llo  coscoscos  , 






llll    




 )( , опре-
деляется соотношением:  




































 )()()()( . 







где  - угол между векторами grad U(M) и l .  
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Из последней формулы следует, что )()(max MgradU
l
MU 
  и достигается 
при  = 0, т.е. градиент направлен в сторону наибольшего возрастания потенциала 
U (по нормали к поверхности уровня в точке М), а модуль градиента равен 
максимальной скорости возрастания. 
Область W  Rn вместе с заданной в каждой ее точке М вектор-функцией 
)(Ma  называется векторным полем (ВП) a . 
При n = 3 ВП задается функцией вида: 
 
kzyxRjzyxQizyxPMa ),,(),,(),,()(  . 
 
При n = 2: jyxQiyxPMa ),(),()(   и ВП называется плоским. 
Векторной линией поля a  называется ориентированная линия, в каждой точке 
М которой вектор касательной )(Ml  сонаправлен вектору поля )(Ma . 
Уравнения семейства векторных линий пространственного поля a  есть общее 







dx  . 
 





dx   
 
 
Задачи для решения в аудитории. 
 
     Пример 1. Найти поверхности уровня СП U = 2х2 + у2 + z2 + 4x – 4y + 6z и 
записать уравнение поверхности уровня, проходящей через точку М(-1; 1; -1). 
       Решение. Уравнения поверхностей уровня имеют вид 
2х2 + у2 + z2 + 4x – 4y + 6z = С, С = const 
или 2(x + 1)2 + (y - 2)2 + (z + 3)2 = C +15. 
Последнее уравнение при различных С > -15 определяет семейство эллипсои-
дов с центром в точке (-1; 2; -3) и полуосями 15,
2
15  CcbCa . 
Поверхность уровня, проходящая через точку М(-1;1;-1), имеет уравнение  
 
),,(),,( ooo zyxUzyxU  , т.е. 2х2 + у2 + z2 + 4x – 4y + 6z = 2 +1+1- 4 - 4-6= -10 
или 
2(x + 1)2 + (y - 2)2 + (z + 3)2 = 5. 
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     Пример 2. Для СП U = x2y + xz2 – 2z в точке М(1; 1; -1) определить: а) произ-
водную по направлению вектора kjil  2 ; б) производную по направлению, 
идущему от точки М к точке N(2;-1;2);в) производную по направлению, обра-
зующему с осями координат острые углы , , , причем  = 60о ,  = 45о; г) про-
изводную по направлению вектора l 1, образующего с градиентом угол  = 120о; 
д) скорость и направление наибольшего возрастания. 





























Таким образом, grad U(M) = (3; 1; -4). 
 














































в) По условию cos  = cos 60o = 
2
1 , cos  = cos 45o =
2
2 , cos  > 0. Отсюда 



































U .  
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     Пример 3. Найти векторную линию ВП kjxiya 3 , проходящую через 
точку М(1; 0; 0). 







dx  . Интегрируем: x
dy
y
dx  , xdx + ydy = 0, 












tdtC  . 
Таким образом, х = С1 cos t, y = C1 sin t, z = 3t + C2 – параметрические уравне-
ния векторных линий поля a  (винтовые линии). Подставляем координаты точки 
М: 1 = С1 cos t, 0 = C1 sin t, 0 = 3t + C2   С1 = 1, С2 = 0   х =  cos t, y= sin t, z= 3t  
- уравнения искомой линии. 
  
 
Задачи для самостоятельного решения. 
 
     Задача 1. Найти поверхности уровня СП U и уравнение поверхности уровня, 






zU    
б) );1;1;1(),ln( 222 MzyxU  в) )3;2;1(,22 Myx
zU  . (Ответ: а) кону-
сы 2222
2
1;2/,sin yxzCyxCz   ; б) сферы ,222 cezyx   
;Rc  ;3222  zyx  в) параболоиды вращения )(
5
3);( 2222 yxzyxcz  ). 
 Задача 2. Пусть заданы СП U, точки М и N, направление l , угол . 
Определить в точке М: производную поля U по направлению l ; производную по-
ля U по направлению MN ; производную по направлению вектора 1l , образующе-
го с )(MgradU  угол ; скорость и направление наибольшего возрастания поля U 
в точке М, если: 
а) 022 30,2),1;3;2(),2;1;0(,3  kjilNMzyzzxyU ; 







в) .60,22),3;0;1(),0;2;1(,3 0 kjilNMxyzxU y  
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 Задача 3. Найти производную СП 2222 zxyxU   в точке М(-3; 0; 4) 
в направлении нормали к поверхности 05835122 222  zzyxx , 
образующей острый угол с осью Оz. (Ответ: -4/5) 
 Задача 4. Вычислить координаты единичного вектора on , перпендикулярно-
го к поверхностям уровня СП 5632  zyxU  и образующего с осью Oz ту-










Задача 5. Найти угол  между градиентами полей ,21 xzyzxU   
 2222 zyxU  в точке М(2; 3; 2). (Ответ. 102
9cos  ). 
 Задача 6. В каких точках плоскости хОу градиент поля xyyxU  22  : 
а) перпендикулярен к оси Оу; б) параллелен прямой у = -х-1; в) перпендикулярен 
к прямой у =2х + 3. (Ответ: а) в точках прямой у = х/2; б) в точках прямой у = -х; 
в) в точках оси Ох). 
Задача 7. Найти уравнения векторных линий ВП:  
а) ;)( kxjxiyxa   б) gradUa  , если )(
2
1 222 zyxU  .  
(Ответ. а) ;, 122222 CzyCzyx   б) у = С1х, z = C2x)). 
 Задача 8. Дано плоское ВП а  и точка М. Найти уравнения семейства 
векторных линий и векторной линии, проходящей через точку М, если 
а) )1;1(;)3( 2 Мjyiyxa  ;  б) )2;(;)ln2(ln eМjxyixxa  . 




9.2. Поток ВП. Дивергенция ВП. Теорема Остроградского.  
Вычисление потока. 
 
 Пусть в области W  R3 заданы ВП  kzyxRjzyxQizyxPa ),,(),,(),,(   
с непрерывно-дифференцируемыми функциями P, Q, R и некоторая ориентиро-
ванная поверхность   с единичным вектором нормали  
kjin  coscoscos0  . 
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 Потоком ВП а  через ориентированную поверхность  называется поверх-
ностный интеграл 2-го рода от вектор-функции а  по поверхности : 
  

 dnaaП ),( 0 . 
 Если  – замкнутая поверхность, то ее считают положительно ориентирован-
ной при выборе внешней стороны этой поверхности, а поток записывают в виде: 
  

 dnaaП ),( 0 . 
 Поток ВП является его суммарной характеристикой, описывающей поле а  
посредством помещенной в него поверхности. Например, для поля скоростей те-
кущей жидкости поток равен объему жидкости, протекающей за единицу времени 
через поверхность . 
 Дивергенцией ВП а  в точке  М  W , обозначаемой через )(Madiv , называет-













где v – объем, ограниченный замкнутой поверхностью , стягивающейся в преде-
ле в точку М. 









 )()()()( . 
 Если )(Madiv > 0, то говорят, что в точке М находится источник; если 
)(Madiv < 0, то в точке М находится сток. В случае )(Madiv = 0 в точке М нет ни 
источника, ни стока. Величина  )(Madiv  характеризует мощность источника 
или стока. 
 Теорема Остроградского. Поток ВП а  через внешнюю сторону замкнутой 
поверхности  равен тройному интегралу по области V, ограниченной поверх-





),( 0 . 
 Теорема Остроградского позволяет свести задачу вычисления потока ВП че-
рез замкнутую поверхность  к вычислению тройного интеграла по области V, 
заключенной внутри . 
 В случае незамкнутой поверхности  способы вычисления потока сводятся к 
известным способам вычисления поверхностных интегралов (см. соответствую-
щий раздел). В ряде случаев удобно использовать переход к поверхностному ин-
тегралу первого рода с последующим его вычислением. 
 Пусть, например, поверхность  однозначно проектируется на плоскость 





















причем «+» соответствует выбору верхней стороны поверхности  (cos  > 0); «-» 











   , 
где Dху – проекция поверхности  на плоскость хОу. Окончательно получаем фор-




),(),()(  , 
где )),(()1;;( '' yxzzgradzzn yx  , а выбор знака соответствует знаку  
      
 ),cos(cos Ozno .  
 Если поверхность  однозначно проектируется на плоскость yOz (xOz) и 






),(),()(   
где );;1()),((, '' zyyOzyz xxzyxxgradnПрD   , выбор знака определяется 
знаком  ),cos(cos Oxno ; 
 
( ,),()( ),( dxdznaaП zxyy
Dxz
  
где  ),cos(cos);;1;()),((, '' OynyyzxyygradnПрD ozxxOzxz  ). 
 Замечание. В случае более сложной поверхности  разбиваем ее на части 1, 
2, …, n и вычисляем )(...)()()( 21 aПaПaПaП n  . 
 
 
Задачи для решения в аудитории. 
 
 Пример 1. Вычислить дивергенцию ВП 













)(Madiv =2 – 2 + 4 = 4 > 0, т.е. точка М является источником поля. 
 32 
 Пример 2. Найти дивергенцию напряженности магнитного поля, образован-
ного электрическим током, текущим по бесконечному линейному проводу. 
 Решение. Примем за провод ось Oz. Тогда магнитное поле определится фор-
мулой: 222)( yx
jxiyIМН 













 Пример 3. Найти поток ВП kxzjxixa  2  через часть  внешней поверх-
ности параболоида y = x2 + z2, лежащую в первом октанте и ограниченную плос-
костью у=1. 
                    z 
                           on  
                               
 
                     0     Q      1         y 
 
               x 
 
 
     Решение. Поверхность задана уравнением вида y = у(x, z) = x2 + z2, xyx 2'  , 
zyz 2
'  , .0),cos(cos),2;1;2();1;( ''  Oynzxyyn ozx   
 
            z 
             1 
                  Dxz    
 
                          1      x    
 





















     Так как Dxz = ПрxOz представляет собой четверть круга, удобно перейти к по-


















   rrdrrrdaП 

  . 
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     Пример 4. Найти поток электростатического поля точечного заряда q, 
помещенного в начале координат, через внешнюю сторону сферы : x2 + y2 + z2 = 
R2. 




rqМЕ o , 
где r – расстояние от точки М до начала координат, or  - единичный вектор, на-




  dnrrqdnЕЕП ooo ),(
1),()( 2 . 
 










 44 2222   . 
 
     Пример 5. Найти поток ВП kyzizxa )()(   через внешнюю сторону 
замкнутой поверхности  )0(,0,9: 22  zyzzyx . 




zxadiv 2)(,2)()(  , 
где V – тело, ограниченное поверхностью Q. 
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              3
                                                     Y






















    rdrrddzrdrdaП
r 




Задачи для самостоятельного решения. 
 
 
     Задача 1. Вычислить дивергенцию ВП kyzxjxyzizxya )()()( 222   
в точках  М1(1; 3; -5), M2(-3; 4; -1), M3(1; 4; 0) и определить, являются ли они 
источником либо стоком. (Ответ. adiv (М1) = -1 – сток; adiv (М2) = 0 – ни 
источник, ни сток; adiv (М3) = 5 – источник). 




gradUdiv  ). 
     Задача 3. Вычислить поток ВП kzjyixa  2  через нижнюю сторону части 
плоскости x + 2y + 3z – 6 = 0, расположенной в первом октанте. (Ответ. П = -36). 
     Задача 4. Вычислить поток ВП kzjyixa  2  через верхнюю сторону части 
поверхности z = 2 – x2 – y2, отсеченной плоскостью z = 0. (Ответ. П = 2). 




 zyx , лежащей в первом октанте. (Ответ. 
 П = 24). 
     Задача 6. Вычислить поток ВП kzjyixa 3332   через нижнюю сторону 
части боковой поверхности конуса x2 + y2  =  z2, ограниченной плоскостями z = 0, 
z = 1. (Ответ: П = -/10). 
 
     В следующих заданиях вычислить поток ВП с помощью теоремы Остроград-
ского: 
     Задача 7. Вычислить поток ВП kzjyixa 333   через поверхность шара 
 x2 + y2 + +z2=R2 в направлении внешней нормали. (Ответ: П = 5
5
12 R ). 
     Задача 8. Вычислить поток ВП kzjyixa  2  через внешнюю сторону по-
верхности   0,1: 22  zzyx . (Ответ: П = -). 
     Задача 9. Вычислить поток ВП kxzjxziyza   через внешнюю сторону пи-
рамиды с вершинами 0(0; 0; 0), A(2; 0; 0), B(0; 1; 0), C(0; 0; 2). (Ответ: П = 1/3). 
    Задача 10. Вычислить поток ВП kzjyixa )1(   через внешнюю сторону 
замкнутой поверхности  )0(,: 222  zНzzyxQ . (Ответ: П = 3
3
1 H ). 
     Задача 11. Вычислить поток ВП kzjyixa 2  через внешнюю сторону 





9.3. Циркуляция и ротор ВП. Теорема Стокса. 
 
 
     Пусть в области W R 3 заданы ВП kzyxRjzyxQizyxPa ),,(),,(),,(   с 
непрерывно-дифференцируемыми функциями P, Q, R и некоторая ориентирован-
ная гладкая линия L с единичным вектором касательной  ol . 
     Линейным интегралом ВП a  вдоль ориентированной линии L называется 




o RdzQdyPdxdlla ),( . 
     Если a  - силовое поле, то линейный интеграл равен работе, которую совер-
шает поле по перемещению материальной точки вдоль линии L. 
     Вычисление линейного интеграла сводится к известным способам вычисления 
криволинейного интеграла 2-го рода (см. соответствующий раздел). 
     Линейный интеграл ВП a  вдоль замкнутого ориентированного контура L 




oL dllaaЦ ),()( . 
     Циркуляция характеризует вращательную способность ВП a  вдоль контура L. 
     Если Цl ( a ) > 0 (Цl ( a ) < 0), то контур L , расположенный в силовом поле a  и 
свободно закрепленный в своем центре тяжести, будет вращаться в положитель-
ном (отрицательном) направлении относительно своей ориентации.  
     Если Цl ( a )= 0, то  контур L не вращается. 
     Плотность  циркуляции ВП a  в точке М по направлению n  есть число, опре-












 где S -  площадь, ограниченная замкнутым контуром L лежащим в плоскости с 
нормалью n , содержащей точку М, и стягивающимся в пределе к этой точке. 
 
 
                              n
                                        S
                  L         M
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     Плотность циркуляции характеризует вращательную мощность ВП по выбран-
ному направлению в каждой его точке. 
     Вектор, направленный в сторону максимальной плотности циркуляции ВП a  в 
точке М и равный ей по модулю, называется ротором ВП a  и обозначается 
rota (M). Связь между плотностью циркуляции и ротором выражается формулой: 
 
)(MПЦ n ( rot a (M), n о), 
 
где n о – единичный вектор направления n . 












































     Теорема Стокса. Циркуляция ВП a  вдоль замкнутого ориентированного кон-
тура L равна потоку ротора этого поля через любую гладкую поверхность Q, натя-






   . 
 Отметим, что поверхность  считается положительно ориентированной отно-
сительно контура L, если на  выбрана сторона, в точках которой вектор нормали 
n  направлен так, чтобы видимый с его конца обход контура L совершался против 
часовой стрелки (см.рисунок). 

























     Формула Стокса позволяет свести вычисление циркуляции ВП a  по замкну-
тому контуру L к вычисление потока поля rot a  через любую незамкнутую по-
верхность , натянутую на контур L. На практике следует выбирать  наиболее 
простой формы (например, плоскость). 
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        y
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Задачи для решения в аудитории. 
 
     Пример 1.  Для ВП kyzyzjzyixya )12()21( 22   найти: а) ротор; б) 
плотность циркуляции в точке М(2; -1; 2) по направлению n = kji 22  ; в) 
наибольшую плотность циркуляции в точке М. 

















kiMarot 4)(  . 












nno  и далее 










     Наибольшая плотность циркуляции поля в точке М равна длине ротора в этой 
точке, т.е. 1741)()(max 2  MarotMПЦ nn . 
     Пример 2. Найти ротор поля линейных скоростей точек тела, вращающегося с 
постоянной угловой скоростью вокруг некоторой оси проходящей через начало 
координат. 
     Решение. Поле линейных скоростей точек тела определится вектором 
)()( MrM  , где  zyx  ,, - вектор угловой скорости, направленный 
вдоль оси вращения, ),,()( zyxMr  - радиус-вектор точки М. Отсюда следует, что 
 
  .)()( kxyjzxiyz
zyx
kji































x  от точки А(а; 0) до точки В(0; b). 
     Решение. Параметрические уравнения эллипса имеют вид x = acost, y= bsint,  
причем точкам А и В соответствуют значения параметра tA = 0, tB = /2.  






























    Пример 4. Найти циркуляцию ВП kzjxiya 222   по контуру L, 
получаемому при пересечении параболоида x2 + z2 = 1 – y c координатными 
плоскостями: а) непосредственно; б) с помощью теоремы Стокса. 








o dlladlladlladlla ),(),(),(),( . 
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                        1         1-y = z2
                                       1
   x2 + z2 =1                                   Y
                          1          x2 = 1-y
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31   
 
     б) Используем теорему Стокса. В качестве поверхности  , натянутой на кон-
тур L, возьмем поверхность параболоида в виде y = y(x, z) = 1 – x2 – z2. Ее проек-
ция Dxz на плоскость хОу есть четверть круга x2 + z2 = 1. Вектор нормали on  к вер-
хней стороне этой поверхности обеспечивает требуемое теоремой Стокса направ-































































































Задачи для самостоятельного решения 
 
 
    Задача 1.Для ВП kxyjyxzixzya )3()32()32( 2222   найти: а) ротор; 
б) плотность циркуляции в точке М(1; -2; -3) по направлению jin  2 ; в) 
наибольшую плотность циркуляции в точке М. (Ответ. а) arot =(2x +2y, 6x - 6xz, 
-2z - 2); б) )(MПЦ n 5/20 ; в) max )(MПЦ n 1492 ). 
     Задача 2. Найти ротор напряженности магнитного поля, образованного элек-
трическим током, текущим по бесконечному линейному проводу. (Ответ. 
Нrot (М)=0). 
     Задача 3. Вычислить линейный интеграл ВП kyxjyixa )1(  вдоль 
отрезка прямой АВ, где А(1; 1; 1), В(2; 3; 4). (Ответ. 13). 
Задача 4. Найти работу силового поля kzjyixF cos2   по дуге винтовой 
линии  x = cost, y = sint, z = 2t при 
2
30  t . (Ответ. А = 1/6). 
     Задача 5. Показать, что работа поля магнитной напряженности бесконечного 




  вдоль окружности x2 + y2 = R2, z = Ho не 
зависит от радиуса окружности. 
     Задача 6. Вычислить линейный интеграл ВП kzjxiya  )1( 22  вдоль 
кривой L=АВ, соединяющей точки А(1; 0; 0), В(0; 1; -1) по линии пересечения 
цилиндра х2 + у2 = 1 и плоскости x2 + 2y + z = 1. (Ответ. 3/2). 
     Задача 7. Найти циркуляцию ВП kyxjzxizyxa )()2()23(   по 
контуру АВС, где А(2; 0; 0), В(0; 3;0), С(0; 0; 1).  (Ответ. Ц = -5). 
     Задача 8. Найти циркуляцию ВП kzjiyxа  32  вдоль окружности x2 + y2= 




     Задача 9. Найти циркуляцию ВП kzxjyzixya   вдоль контура L , выре-
заемого из цилиндра x2 + y2 =1 плоскостью x + y + z = 1 (в положительном 
направлении относительно орта k ). (Ответ. Ц = -). 
     Задача 10. Найти циркуляцию ВП kzyjyxixza )()()( 222222   
вдоль контура L ,  вырезаемого конусом  x2  +  y2  = z2 в полусфере x2 + y2 + z2 = 4, 
z  0 (в положительном направлении относительно орта k ). (Ответ. Ц = 0). 
    Задача 11. Найти циркуляцию ВП kyxjxyiya )( 222   по контуру L, 
вырезаемому в первом октанте из параболоида x2 + y2 = z  плоскостями x = 0, 
 y =  0, z = 1 (в положительном направлении относительно внешней нормали 
параболоида). (Ответ. Ц = 1/3). 
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    Задача 12. Найти циркуляцию ВП kxjziya  2  вдоль эллипса, образован-
ного сечением однополостного гиперболоида 2x2 - y2 + z2 = R2 плоскостью у = х  
(в положительном направлении относительно орта i ). (Ответ. Ц = 3R2). 
 
 
9.4. Специальные виды векторных полей 
 
     Векторное поле kzyxRjzyxQizyxPa ),,(),,(),,(   заданное в области V, 
называется потенциальным, если в области V существует непрерывно-диффе-
ренцируемая скалярная функция U, что вектор a  можно представить в виде гра-
диента этой функции  
                                                        gradua                                                         (1) 
     Функция u называется потенциальной функцией или потенциалом векторного 
поля. (Для силовых полей функция U называется силовой функцией, а функция u – 
потенциалом). 
     Если векторное поле a  потенциально в области V, то для его задания доста-
точно одной скалярной функции – потенциала этого поля, так как из формулы (1) 









 ,, , откуда Pdx+Qdy+Rdz=du.  
Если векторное поле a  потенциально, выражение Pdx+Qdy+Rdz=du есть 
полный дифференциал потенциала этого поля. 
Теорема 1. Для того, чтобы дифференцируемое векторное поле a , заданное в 
области V, было потенциальным, необходимо и достаточно, чтобы во всех точках 
этой области выполнялось условие 
 
                                                           0arot                                                                (2) 
 
     Для того, чтобы векторное поле было потенциальным, необходимо и достаточ-
но, чтобы оно было безвихревым. 
     Выполнение условия (2) в области V приводит не только к потенциальности 
векторного поля, но и к следующим результатам. 
     1. В области V существует потенциал U = u(x, y, z), который может быть 
определен с точностью до произвольного постоянного слагаемого по формуле: 
 













),,(),,(),,(),,( ,         (3) 
 
где (xo, yo, zo)  V – любая фиксированная точка; (x, y, z) – переменная точка в об-
ласти V, С – произвольная постоянная. Во втором интеграле формулы (3) постоян-
но х, а в третьем х и у. 
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     2. Циркуляция векторного поля a  по произвольному замкнутому контуру LV 
равно нулю: .0),()(  
L
l rdaaЦ  
     Если же хотя бы в одной точке, внутренней по отношению к контуру L, поле a  
не определено, циркуляция по этому контуру может и не обращаться в нуль, хотя 
поле потенциально. 
     3. Для любых двух точек А и В в области V значение линейного интеграла 
векторного поля a , т.е.  
AB
rdaW ),(  , не зависит от вида контуру интегриро-
вания АВ, соединяющего точки А и В и расположенного в области V, а зависит 
только от положения этих точек в области. 
     4. Если U(x, y, z) – потенциал векторного поля a , то линейный интеграл этого 
поля вдоль любого контура АВ  V, соединяющего точки А(хo, yo, zo) и B (х1, y1, z1) 
равен разности значений потенциала в конечной и начальной точек контура 
интегрирования: 
                                       
AB
rdaW ),(  = u(х1, y1, z1) - u(хo, yo, zo)                               (4) 
     Физический смысл этого результата состоит в том, что если a  - силовое поле, 
то разность потенциалов между точками В и А равна работе, которую поле 
совершает по перемещению материальной точки из А в В. 
     Векторное поле kzyxRjzyxQizyxPa ),,(),,(),,(  , заданное в области V, 
называется соленоидальным (трубчатым), если  
 
0adiv .                                                           (5) 
 
     Соленоидальные поля не содержат ни источников, ни стоков. 
     Векторное поле kzyxRjzyxQizyxPa ),,(),,(),,(  , заданное в области V, 
называется гармоническим (лапласовым), если оно является как потенциальным, 
так и соленоидальным, т.е. 








 .                                                               (6) 
 
 
Задачи для решения в аудитории. 
 
 
Пример 1.Установить потенциальность поля  
kyxzjyzxixzyxa )()2()23( 233133122   , 
найти его потенциал и вычислить линейный интеграл W поля вдоль контура  
L = AB, где А(1, 2, 2), В(1, 3, 1). 
     Решение. Данное векторное поле определено и дифференцируемо во всех точ-
ках пространства, за исключением точек плоскости z = 0, так как в этих точках ко-
ординаты вектора a  не определены. Исключив эти точки, получим неодно-
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связную область, в которой проекции вектора a  непрерывны и имеют непрерыв-
ные частные производные. 
 























Данное поле является потенциальным там, где z  0. 
     Найдем потенциал поля a , выбрав в качестве точки (хo, yo, zo) точку (0, 0, 1) 











































































     Пример 2. Установить, является ли соленоидальным векторное  поле 
kxyzjzxyiyzxa )()()( 222222  . 
     Решение. 0222222  xyzxyzadiv  - поле соленоидально. 
 
 
Задачи для самостоятельного решения. 
 
 Задача 1. Доказать, что плоское векторное поле  jyyxiyxa 1222 )1()1ln(   
является потенциальным. Найти его потенциал и вычислить линейный интеграл 
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W поля a  от точки А(2, 3) до точки В(-4, 7).(Ответ. ,)1ln(
2
1),( 22 CyxyxU   
)10ln50ln4(2 W ). 
     Задача 2. Убедившись в том, что заданное векторное поле a  является 
потенциальным, найти потенциал поля и вычислить для точек А и В линейный 
интеграл 
AB
rda ),( ,если: а) kxyzjxzyiyzxa )2()2()2( 222  , А(1; 1; 1), 









1),( 333  WCxyzzyxyxU ;б)  zxyxU 2),(  
+ 8,)( 1   WCyzx .) 
 
 
9.5. Оператор Гамильтона. Оператор Лапласа 
 
      Основные характеристики векторного анализа – градиент, дивергенция, ротор 
(называемые дифференциальными операциями первого порядка) – и операции над 











     Имеют место следующие правила действий с помощью набла: 
1. произведение оператора  на скалярную функцию u(x, y, z) дает градиент этой 
функции: u = grad u; 
2. скалярное произведение оператора  на векторную функцию kRjQiPa   
дает дивергенцию этой функции: (, a ) = div a ; 
3. векторное произведение оператора  на векторную функцию kRjQiPa   
дает ротор этой функции: [, a ] = rot a . 
Если в области V заданы скалярное поле и векторное поле kRjQiPa  , 
причем функции P, Q, R дважды дифференцируемы в области V, то в этой области 
grad u и rot a  представляют собой дифференцируемые векторные поля, а div a  - 
дифференцируемое скалярное поле. В этом случае возможны следующие 
операции второго порядка в векторном анализе: grad div a ; div grad u; divrot a ,  
rot grad u; rot rot a . С помощью оператора  можно показать, что divrota = 0, rot 
grad u = 0. Одной из основных операций второго порядка является div grad u. 










называют оператором Лапласа. 

































 = 0 называется уравнением Лапласа, а 
его решение – гармоническими функциями. 
     Скалярное поле u = u(x, y, z), удовлетворяющее уравнению Лапласа, 
называется гармоническим полем. 
     Операции grad div a  и rot rot a  связаны между собой соотношением: 
rot rota  = grad div a =  a, где  a = kRjQiP   представляет собой вектор, 
проекции которого равны P, Q, R (P, Q, R – проекции векторной функции a ). 
 
 
Задачи для решения в аудитории. 
 
     Пример 1. Для поля вектора kyxzjzxyizyxa )()()( 222222   вы-
числить:  а) a ;  б) [, a ];  в) (a ). 























в) (a ) = grad diva = grad(2x2 + 2y2 + 2z2 )= rkzjyix 4444  . 
 
 
Задачи для самостоятельного решения. 
 
     Задача 1. Пусть rrkzjyrxr  , , С – постоянный вектор, u – дифферен-
цируемая скалярная функция. С помощью оператора набла определить: а) div(r2c), 
б)rot((c,r)r), в) div gradu(r). (Ответ. а) 2r(r;c), б) [c, r]; в) u”(r)+(2u’(r))/r. 
Задача 2. Вычислить  u в точке М, если а) u = 3x2 z2 – (x + y – 2z2)2 + 2z2, 
M(2;1;-1); б) u = sin2(2x – 3y + z) – 2x2 + y2 + z2 , M(-1; -1; -1). 
 
 
9.6. Ряды Фурье 
  
     1. Рядом Фурье для периодической функции f(x) с периодом 2, определенной 
в интервале (-,), называется ряд  









   ,                                       (7) 
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если его коэффициенты вычислены по формулам Фурье: 
 





















                       (8) 
 
Если ряд (7) сходится, то его сумма S(x) есть периодическая функция с пе-
риодом 2. 
     Достаточные условия разложимости функции в ряд Фурье сформулированы в 
следующей  
     Теореме Дирихле: Если на интервале (-,) функция f(x) имеет конечное чис-
ло  экстремумов и является непрерывной за исключением конечного числа точек 
разрыва I рода, то ее ряд Фурье сходится в каждой точке интервала (-,), и сумма 
S(x) этого ряда: 
 
1) S(x)  = f(x) во всех точках непрерывности функции f(x) , лежащих внутри [-,]; 
2)  )0()0(
2
1)(  ooo xfxfxS   , где х0 – точка разрыва I рода; 
3)   )0()0(
2
1)(   ffxS  на концах отрезка. 
Для четной функции (т.е. если  f(x) = f(-x))   ряд Фурье (7) принимает вид: 
 









     ,                                       (8) 
 
где              ...),2,1(cos)(2;)(2
00
  nnxdxxfadxxfa no

 .                         (9) 
 
    Для нечетной функции (т.е. если f(x) = -f(-x))   ряд Фурье (7) принимает вид: 
 




n nxb   ,                                                 (10) 
 




 .                         (11) 





Задачи для решения в аудитории 
 












     Решение. Эта функция удовлетворяет условиям теоремы Дирихле, ее график 
приведен на рисунке. 
                                                             y 
 
                                                              
                                                               0                                 x 
                                                 -                                                                             
 
 
f(-x) = f(x), т.е. f(x) – нечетная, 






nxdxnxdxxfb   

 

























sin4)( xxxxf  . 
 
Это равенство справедливо во всех точках, кроме точек разрыва. 
     Обозначим сумму  ряда S(x), тогда очевидно S(0) = 0, S() = 0, S(-) = 0 (f(0) = 
1; f()  неопределена, f(-) = -1). 





















     Пример 2. Разложить в ряд Фурье функцию f(x), заданную на интервале (0, 2) 
формулой f(x) = x. 
     Решение. На рисунке показан график заданной функции с ее периодическим 
продолжением: 
                                                           y 
 
                                                              
                                                              0                                                      x 


































     Так как в интервале (0, 2) функция f(x) = x непрерывна, то полученный ряд 
сходится к x во всех точках этого интервала. В точках х = 2n ( n = 0, 1, 2, …), ко-






)02()02(   ff  
 
     Замечание. Если f(x) задана в интервале (0, +), то в соседний интервал (-, 0) 
можно осуществить как ее четное, так и ее нечетное продолжение. 
     Пример 3. Разложить в ряд Фурье функцию f(x), заданную на интервале  
0 < x <  формулой  
24
)( xxf   . 
     Решение. Продолжим эту функцию на (-, 0), например, четным образом. 
                                                               у 
 
                                  
                                                -                             
                                                                                                       х 






























nxdxxadxxa no  
 


























Задачи для самостоятельного решения. 
 
     Задача 1. Разложить в ряд Фурье функцию f(x), заданную на отрезке (-,) 
формулой f(x) = x, имеющую период 2. 













     Задача 2. Разложить в ряд Фурье функцию f(x), заданную на отрезке (0< x <2) 







































nxx  . 

























































sin2)(  xxxxxf ). 
    2. Если период функции равен не 2, а 2l, т.е. функция задана на интервале  
(-l, l), то ряд Фурье имеет вид: 
                                              














a    (12) 
     Коэффициенты ряда вычисляются по формулам: 
 
































                          (13) 
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     Если функция f(x) на интервале (-l, l) четная, то все коэффициенты bn = 0 и ряд 
Фурье (12) имеет вид: 
 










a                                                  (14) 
Здесь  







   (15) 
 
        Для нечетной на интервале (-l, l) функции f(x) ряд (12) принимает вид: 
 









,                                                    (16) 
где 





                              (17) 
       
3. Любую непериодическую функцию f(x), заданную на отрезке (0,l) можно 
разложить в ряд Фурье, построив вспомогательную функцию (x) такую, что : 
1)  (x) периодическая с периодом 2l;  
2)  (x) на отрезке (0, l) совпадает с функцией f(x). 
Если  (x) дополнить так, что на отрезке (–l, l) она будет нечетной, то в 
разложение этой функции в ряд Фурье ao = a1 = … = 0. Такое разложение 
называется разложением по синусам. 
Если  (x) дополнить так, что на отрезке (–l, l) она будет четной, то в разложе-
ние этой функции в ряд Фурье bo = b1 = … = 0. Такое разложение называется 
разложением по косинусам. 
 
 
Задачи для решения в аудитории. 
 
 












     Решение.                               у 
 
 



































































































     Пример 2. Разложить функцию, заданную на отрезке [0, 1] формулой –(х)=2 - х: 
а) по синусам; б) по косинусам; в) по синусам и косинусам. 
     Решение. а) Дополним функцию f*(x) на отрезке [-1,1] как нечентую. Период 
функции равен 2l = 2  l = 1. В этом случае ao = a1 = … = 0. 
 



















































     б) Дополним функцию f*(x) на отрезке [-1,1] как четную. В этом случае период 


































































     в) В данном случае отрезок [0,1] представляет собой период функции, следова-






























































Задачи для самостоятельного решения 
 
 
































































      
     Задача 3. Функцию, заданную на интервале (0, l) формулой f(x) = x(l – x), 






















     Задача 4. Разложить функцию f(x) заданную на отрезке (0;1) формулой  
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